Capitulo 1

O plano hiperbdlico

1.1 Swuperficies de Riemann

Uma superficie S é um espacgo topoldgico conexo de Hausdorff com uma coleccao de trans-
formagdes (¢, N;) tal que:

(1) os conjuntos N; formam uma cobertura aberta de S, e

(2) ¢ € um homeomorfismo de N; em ¢;(N;), onde ¢;(N;) ¢ um subconjunto aberto
do plano complexo C.

Uma superficie R é uma superficie de Riemann se, para além das duas condigGes
anteriores,

eip; 19 (NiNNj) — C

¢ uma funcao analitica complexa sempre que N; N N; # (.

Uma das formas mais faceis de construir uma superficie de Riemann é considers-la
como sendo o quociente relacionado com uma acgao de um grupo adequado. Por exemplo,
se G & um grupo gerado por z — z+ 1, entdo C/G é o plano perfurado C\{0}, e H/G é o
disco perfurado {z : 0 < |z| < 1}, ( 'H é o semi-plano superior complexo) e em cada caso a

2miz - Estes dois exemplos ddo-nos superficies de Riemann

transformagao quociente é z — ¢
que sao o quociente do plano euclidiano C, e do plano hiperbdlico H, respectivamente. De

maneira mais geral, se G é algum grupo discreto actuando em C ou H entao o quociente



1.2 Imersoes isométricas

por G é uma superficie de Riemann. O teorema da uniformizacao de Riemann, diz-nos

que o reciproco também é vélido.

Teorema 1.1.1 (da uniformizagao de Riemann) Se uma superficie de Riemann é home-
omorfa a uma esfera entao é conformalmente equivalente & esfera de Riemann. Qualquer
superficie de Riemann R, que nao homeomorfa a uma esfera, é conformalmente equiva-
lente a um quociente da forma C/G, ou H/G, onde G é um grupo discreto de isometrias
conformes actuando sem pontos fizos em C, ou em H. Para além disso, G é isomorfo ao

grupo fundamental de R.

Uma isometria de H é uma transformacao de Mobius, e esta é designada de eliptica
se tem um ponto fixo em H. A presuposi¢ao de que um grupo G é livre de elementos
elipticos é uma grande restrigao no grupo; por exemplo, na maioria dos casos, se G é um
grupo de isometrias de H , e se G nao tem elementos elipticos, entdo G ¢é discreto e H/G
¢ uma superficie de Riemann [A.F. Beardon)].

Podemos classificar, de forma mais ou menos acessivel, os grupos G actuando em C
que surgem aqui, e as tunicas superficies de Riemann da forma C/G sao o plano C, o
plano perfurado C\{0}, e o toro. Assim, essencialmente, cada superficie de Riemann ¢é
da forma H/G para algum grupo de isometrias do plano hiperbélico H; tais superficies
sao conhecidas como superficies hiperbdlicas de Riemann. Estes factos implicam que cada
superficie hiperbdlica de Riemann R herda, por projeccao de H, a sua prépria geometria

hiperbdlica.

1.2 Imersoes isométricas

Definigao 1.2.1 Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicagio f : M — N chama-se

imersao isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(z,y) para quaisquer x,y € M.

Também se diz que f preserva distdncias, quando é uma imersao isométrica, sendo,

também, f: M — N sempre injectiva pois

flx) = fly) = d(z,y) = d(f(2), f(y)) = 0=z =y.
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Uma imersao isométrica quando for sobrejectiva toma o nome de isometria, e assim
podemos verificar que toda a imersao isométrica f : M — N define uma isometria de M
sobre o subespago f(M) C N.

A composta de duas isometrias e a inversa de uma isometria sdo, ainda, isometrias.

Definigao 1.2.2 Sejam X um conjunto, (M,d) um espago métrico e f : X — M uma
aplicagao injectiva. Para cada par de pontos x,y € X ponhamos d'(z,y) = d(f(x), f(y)).

Isto define uma métrica d em X chamada a métrica induzida por f.
Esta métrica é a tnica métrica em X que torna f : X — M uma imersao isométrica.

Exemplo 1.2.1 Em X — f(X) C M ¢ induzida uma métrica pela aplica¢ao inclusao

i: X — M tal quei(z) =z, z € X.

Um dos métodos mais frequentes de introduzir uma métrica num conjunto X é induzi-

la através de uma aplicacao injectiva f : X — M de X num espaco métrico M.

Definigao 1.2.3 Seja J C R um intervalo e X um espaco métrico. Uma curva v :J —
X é designada de curva geodésica se cada ponto ¢ € J tem uma vizinhangca U C J tal que

a restrigcao de v : U — X preserva distdncias.

Um exemplo bédsico de espago métrico é o conjunto dos nimeros reais equipado com
a métrica d(z,y) = |z — y|,z,y € R. Como é importante que saibamos quais sdo as

isometrias presentes em R apresentamos o resultado seguinte.

Teorema 1.2.1 Uma isometria o : R — R é wma translacdo x — x+a ou uma reflexao

r—b—ux.

Demonstracgao: Para uma dada isometria o em R, seja 7 a reflexdo ou translagao que
coincide com ¢ em 0 e em 1. Vamos provar que ¢ = 7. Supondo-se que, por um momento,
¢ € R & um ponto onde 7(c) # o(c): isto implicaria que o ponto a = ¢(0) = 7(0) é o ponto

médio de 7(c) e o(c) ja que

d(o(c),a) = d(a(c),a(0)) = d(c,0) = d(7(¢), 7(0)) = d(7(c), a).
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De forma semelhante, b = o(1) = 7(1) é o ponto médio de 7(c) e o(c), contradizendo

aZb =

Lema 1.2.1 Seja uw um ponto do intervalo aberto J C R e~ : J — R wma curva

geodésica com y(u) = 0. Podemos encontrar e = £1 tal que y(t) = €(t —u), com te J.

Demonstragao: Escolhamos uma vizinhanga aberta U C J de um dado ponto u tal
que a restricdo de v a U preserva as distancias. Concluimos da prova do teorema anterior
que a restricdo de v a U é uma funcao afim. Segue-se que « é diferencidvel em U com
derivada constante. Usando o facto de que o conjunto R é conexo, concluimos que «' é

globalmente constante em J. O resultado pretendido sai assim do cédlculo elementar. m

1.3 A métrica hiperbdlica

Seja C o plano complexo. Vamos usar as notacoes usuais para as partes real e imaginaria
de um complexo z = z + iy € C, Re(z) = x, Im(z) = y. O semi-plano H = {z € C :

Im(z) > 0}, equipado com a métrica

dz? + dy?
s = Vd2® +dy?

Y

torna-se um modelo do plano hiperbdlico ou plano de Lobachevski.

Veremos que o papel das geodésicas, as curvas mais curtas, em relagao a esta métrica,
é desempenhado por linhas rectas e semi-circunferéncias ortogonais ao eixo real R = {z €
C : Im(z) = 0}. Quaisquer dois pontos em H podem ser ligados por uma unica geodésica, e
a distancia entre estes pontos é calculada ao longo desta geodésica. No entanto, existe mais
do que uma geodésica que passa por um determinado ponto z que nao estd na geodésica
L e que nao intersecta L, como mostra a Figura 1-1.

De facto, todas as geodésicas que passam por z fora da regidao a cinzento nao inter-
sectam L. Isto significa que a geometria presente em H nao é euclidiana, pois o quinto
postulado dos FElementos de FEuclides, o axioma das paralelas, ndo se verifica aqui. A

meétrica (1) em H é designada de métrica hiperbdlica.
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Figura 1-1: Axioma das paralelas

Seja I =[0,1] e v : I — H um caminho diferencidvel por trogos
v=Az(t) =x(t)+iy(t) e H:t € I}.

Entao o comprimento hiperbélico h(vy) do arco « é dado por

@& () ey
o= | DR

y(t)

Definigao 1.3.1 A distancia hiperbdlica p(z,w) entre dois pontos z,w € H ¢é definida
pela formula

p(z,w) = inf h(7),
onde o infimo é tomado sobre todo o vy que une z a w em H.

E facil de ver que p é nio negativa, simétrica e satisfaz a desigualdade triangular

p(z,w) < p(z,§) + p(&§ w),

isto é, é de facto uma funcao distancia em H.

a b
Vamos considerar agora um grupo de matrizes reais g = com det(g) =

c d
ad — bc = 1. Como ¢é habitual tr(g) = a + d é o trago da matriz g. Este grupo é chamado

de grupo unimodular e é denotado por SL(2,R).
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O conjunto da transformacoes de Mobius de C em C da forma

b
{Z_>az+ :a,b,c,dER,ad—bc:l} (2)
cz+d

formam um grupo tal que o produto de duas transformacoes correspondem ao produto
das matrizes correspondentes e a inversa da transformacao corresponde & inversa da
matriz. Cada transformacgao 7' da forma (2) é representada por um par de matrizes
+g € SL(2,R). Assim, o grupo de todas as transformagoes (2), designado por PSL(2,R),
é isomorfo a SL(2,R)/{+£I>}, onde I5 é matriz identidade 2x2, e escrevemos PSL(2,R) ~
SL(2,R)/{x£l>}. A transformagao identidade em PSL(2,R) vai ser denotada por Id.

Temos, também, que tr(—g) = —tr(g), e assim,

sao fungoes bem definidas de T'.

Note-se que o grupo PSL(2,R) contém todas as transformagoes de Mobius da forma

az+

CHS com a,b,c,d € R, e A = ad — bc > 0 ja que dividindo o numerador e denom-

Zz —

inador por VA obtemos uma nova matriz para este de determinante 1. Em particular,

PSL(2,R) contém todas as transformacgoes da forma z — az + b (a,b € R,a > 0), e a

transformagao z — —%.

Teorema 1.3.1 PSL(2,R) actua em H por homeomorfismos.

Demonstragao: Primeiro mostramos que qualquer transformagao (2) transforma H

em si mesmo. Seja T € PSL(2,R), ew =T(z) = gjis Entao

_ (az+0b)(cz+d)  aclz|? + adz + bz + bd
ez + d|? ez + d|

Y

e assim
w—w z—z  Im(z)

Im(w) = — = = .
(w) 2i 2ilcz+d* ez +d?

3)

Logo, Im(z) > 0 implica Im(w) > 0. Agora o resultado do teorema sai da continuidade
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de T'(z) e da sua inversa. m

Definicao 1.3.2 Um transformacio de H em H é chamada de isometria se esta preserva

a distancia hiperbdlica em H.

O conjunto de todas as isometrias de H formam um grupo, e vamos denoté-lo por

Isom(H).
Teorema 1.3.2 PSL(2,R) C Isom(H).

Demonstragao: Pelo teorema 9 todas as transformagoes em PSL(2,R) transformam
‘H em H. Mostremos que, se v : I — H é um caminho diferencidvel por trogos em H
entdo para qualquer 1" € PSL(2,R) teremos h(T'(y)) = h(7).

Suponha-se que v : I — H & dado por z(t) = (x(¢),y(t)), e w(t) = T(2(t)) =
u(t) +iv(t).

Temos que
dw _a(cz+d) —claz+b) 1 (4)
dz (cz +d)? "~ (cz+d)?*
Por (3) v = m, e assim !%" = o. Entéo
V| de] gt L|dwdz) gy U4z gt
h(T("}/)) — / dt } — / dz dt‘ — / dt‘ — h(ﬁ/).
) o vt o y(t)

Desta invaridncia conclue-se logo a invaridncia da distancia hiperbdlica. m

1.4 Geodésicas

Teorema 1.4.1 As geodésicas em H sdo semi-circunferéncias e linhas rectas ortogonais

ao eixo real R.

Demonstragao: Sejam z; e z3 dois pontos em H. Suponhamos primeiro que z; = ta,

29 =1ib (b > a). Se v : I — H ¢ um caminho diferencidvel por trogos unindo ia e ib, com
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~—
=g

1‘j’dt 1@6# bd b
dt >/ dt — 7y:1n7 7 (5)
0

y(t) y@)  Ja vy a
mas lng é o comprimento hiperbdlico do segmento do eixo imagindrio, unindo ia e b,
assim a geodésica que une ia e b é o segmento do eixo que une os dois pontos.
Para valores arbitrarios z; e zo em H, seja L a tnica circunferéncia euclidiana ou linha
recta ortogonal ao eixo real R que passa por estes pontos.
A transformacao

T(z)=—(z—a) ' +5, (Exercicio 1)

para um ponto finito @ € H, pertence a PSL(2,R), e para um certo  transforma L , que
passa em «, no eixo imagindrio.

Assim, pelo argumento do pardgrafo anterior e pelo teorema 11 concluimos que a
geodésica que une z; e 29 é 0 segmento de L que os une. ®

Deste teorema saiem dois coroldrios, que sao resultados bastante praticos.

Coroldrio 1.4.1 Quaisquer dois pontos z,w € H podem ser ligados por uma dnica geo-
désica, e a distdncia hiperbdlica entre z, w € H € igual ao comprimento hiperbdlico do

inico segmento hiperbdlico que une estes dois pontos, que denotamos por [z, w).

Corolario 1.4.2 Se z e w sdo dois pontos distintos em H, entdo

p(z,w) = p(2,€) + p(§,w),

se e s6 se & € [z,w].

Teorema 1.4.2 Qualquer transformagio em PSL(2,R) transforma geodésicas em geo-

désicas em H.

Demonstragao: Sejam 7' € PSL(2,R), z e w dois pontos distintos de H, e £ € [z, w].

Pelo teorema 11 e corolario 14, T¢ € [Tz, Tw], isto é, T' transforma o segmento [z, w] no
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segmento [Tz, Tw], e dai geodésicas em geodésicas. m
Tomemos agora em conta a esfera de Riemann, C = CU {00}, e a razao cruzada de

pontos distintos z1, 2o, 23, 24 € @, dada pela férmula

(21 — 22)(23 — 24)
(22 — 23)(24 — 21)

(21, 22; 23, 24) =

Teorema 1.4.3 Sejam z,w € H (z # w) e considere-se a geodésica que une z e w com
pontos extremos z* e w* em R U {oo}, escolhida de tal forma que z esteja entre z* e w.
Entao

p(z,w) = In(w, 2% z, w™).

Demonstracao: Como jé vimos na demonstragao do teorema 12 existe um elemento
T € PSL(2,R) que transforma a geodésica unindo z e w no eixo imagindrio. Aplicando
as transformagoes z — kz (kK > 0) e 2z — —%, tantas as vezes quantas as necessarias,
podemos assumir que 7'(z*) = 0 e T(w*) = 0o e T'(z) = i. Entao T'(w) =ri (r > 1), e
por (1.2.1) p(z,w) = Inr. Mas, r = (74,0;7,00), e assim temos o resultado do teorema
pois a razao cruzada é invariante sob transformagoes de Mobius[ver L. Ahlfors, “Complex
Analysis”]. m

Assim, nés podemos explicitar algumas férmulas titeis para a distancia hiperbdlica.
Teorema 1.4.4 Para z,w € H,

|z — | + |z — w|

(Dp(zw) = In

al e —ul

(i4) cosh p(z,w) = 1+2m’j(z‘)¥;’iw

(iii)senh _;p(z,w)_ = 2(Im(‘zz);r:112’w))1/2;

o 30(e0)| = 3 (Im(\;;&))m;
) tanh | S0 = |22,

Demonstracao: Provar a equivaléncia entre as férmulas é uma mera questao de
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calculo. Por isso vamos s6 verificar (iii). Pelo teorema 11 o lado esquerdo da equagao é
invariante sob a transformacao 7' € PSL(2,R).

Orase z,w € H, e T € PSL(2,R), entdo mostra-se que

1/2

Tz — Tw| = |z — w| |T'(2)T" (w)| (Exercicio 2)

Assim, pode-se, pelo resultado do pardgrafo anterior, ver que o lado direito da equacao
também é invariante sob T

Seja L a unica geodésica que passa por z e por w, e Ty uma transformagao que leva
L no eixo imagindrio. Agora, apenas resta mostrar que verifica-se (iii) quando z e w
estdo no eixo imagindrio: z = ia, w = ib (a < b). Vimos pela prova do teorema 11 que
p(ia,ib) = In g, e assim vé-se que a igualdade é vélida. ®

Agora descrevemos a seguir um modelo da geometria hiperbdlica no disco unitédrio
U={zeC:|z] <1}

A transformacao
zt+1

1) =2 (6)

¢ uma transformagao injectiva de H em U, assim p* dada por
p*(z,w) = p(f 'z, flw), z,w eU

é uma métrica em Y.

Usando o facto de que se z € H e

zi+1 2|f'(2)] 1

f(Z): Z+Z.71—’f(z)|2 - Im(z)’

(Exercicio 3)

podemos ver que p* pode ser identificada com a métrica proveniente do diferencial

2|d
d5:|72|2.
1— 2]
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Os dois modelos, até agora, apresentados sao os modelos conhecidos como modelos de
Poincaré na geometria hiperbdlica, e cada um tem as suas vantagens de utilizagao. Por
exemplo, H é um modelo onde se trabalha as formas algébricas mais facilmente, enquanto
0s aspectos geométricos sao mais facilmente estudados usando o modelo U.

Cada métrica respectiva tem uma curvatura negativa, e é esta propriedade que confere a
geometria hiperbdlica o seu cardcter particular. Uma das consequéncias mais significativas
do valor da curvatura é o facto de que duas geodésicas se afastam uma da outra muito
rapidamente. Para ilustrar isso numa situacdo concreta, por exemplo o perimetro de um
circulo hiperbdlico com um raio hiperbdlico r é 2wsenh r, que cresce de forma exponencial
com 7 quando comparado com o caso euclidiano 27r que cresce de forma linear. Assim o
plano hiperbdlico parece ter muito mais espaco junto a uma das suas fronteiras no infinito
do que o plano euclidiano; este facto faz com que exista muitos mais grupos discretos de
isometrias em H do que em C.

Como uma isometria, que preserve a orientacao de & ou H, é uma transformacao de
Mobius de U ou H neles mesmos, e ainda que qualquer transformacao de Mobius entre
U e 'H, em qualquer direcgao, é uma isometria respeitante & respectiva métrica, podemos
transferir ideias e férmulas entre os dois modelos. Por exemplo, f é uma isometria de
(H, p) em (U, p*). Assim simplificaremos a notacao de comprimento e usaremos p em vez
de p*, pois o significado é o mesmo.

A circunferéncia ¥ = {z € C : |z| = 1} é designada de circunferéncia principal; ela ¢
a fronteira euclidiana de U. De forma semelhante, a fronteira euclidiana de semi-plano H,
considerada como um subconjunto da esfera de Riemann, ¢ R U {oco}. No modelo U as
geodésicas sao segmentos de circunferéncias euclidianas ortogonais & circunferéncia prin-
cipal e os seus didmetros. Deixa-se como exercicio a obtencao das férmulas das distdncias
em U, anslogas as férmulas do teorema 17.

A férmula (5) mostra que o conjunto de pontos na fronteira euclidiana do plano hiper-
bélico é caracterizado pela propriedade de que a distdncia hiperbdlica destes pontos a
qualquer outro ponto no plano hiperbdlico € infinita; este conjunto é designado por pontos

no infinito.
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Seja H=HURU {o0} o fecho euclidiano de H, e U=UUY o fecho euclidiano de U.

Vemos que o fecho euclidiano de ‘H (resp. U) é o fecho de H (resp. U) em C.



Capitulo 2

Isometrias

Vimos, anteriormente (Teorema 11), que as transformagoes em PSL(2,R) sdo isometrias

de H. Seja PS*L(2,R) = S*L(2,R)/{£I2} onde S*L(2,R) ¢ o grupo das matrizes reais

O conjunto PS*L(2,R) contém o grupo PSL(2,R) como um subgrupo de indice 2.

O teorema seguinte identifica todas as isometrias do plano hiperbdlico H.

Teorema 2.0.5 O grupo Isom(H) é gerado pelas transformagoes de Mébius (2) em PSL(2,R)
Juntamente com z — —Z, e é isomdrfico a PS*L(2,R). O grupo PSL(2,R) é um sub-

grupo de Isom(H) de indice 2.

Demonstragao: Seja ¢ uma isometria de H. Repetindo os argumentos usados na
prova do teorema 15 concluimos que ¢ transforma geodésicas em geodésicas. Sendo [
o semi-eixo imagindrio positivo, ¢(I) é uma geodésica, e de acordo com o exercicio 1,

existe uma isometria g € PSL(2,R) que transforma ¢(I) em I. Aplicando transformagoes

z—kz(k>0)ez— —% como foi feito na prova do teorema 16 podemos assumir que
g¢ fixa i e transforma os segmentos de recta (i,00) e (0,%) neles mesmos, e assim g¢ fixa

cada ponto de I.

13
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Agora, considere-se z = x + iy € H, e g¢(z) = u + iv. Para o valor positivo ¢,
p(z,it) = p(gp(2), go(it)) = p(u + iv, it)
e pelo teorema 17(iii),
2%+ (y—t)?]v=[u*+ (v—1)%]y.

Como isso se verifica para todo o t positivo, dividindo ambos os membros da equagao

2

anterior por t? e tomando o limite com ¢t — o0, temos v = y, e 22 = y?. Assim,

go(z) =z ou —Z. (8)

Como as isometrias sdo continuas, exercicio 7, apenas umas das equagoes (8) sao vilidas
para todo o z em H. Se gé(z) = z, entao ¢(z) é uma transformacao de Mobius da forma
(2). Se g¢(z) = —z, temos

az+b

o(z) = z+rd OO ad —be = —1. (9)

Assim, idenficamos todas as isometrias de H. Também podemos verificar, de forma rela-
tivamente facil, que todas as transformacgoes da forma (2) e (9) formam um grupo que é
isomorfo ao grupo PS*L(2,R).

a
O sinal do determinante da matriz determina a orientacdo de uma isome-

c d
tria; assim transformagoes em PSL(2,R) preservam as orientagdes enquanto que transfor-

magoes da forma (9), em particular, z — —Z, sdo isometrias que invertem o sentido da
orientacao. W
Consideremos agora o espago tangente a H num ponto z, T,’H ~ C. A métrica Rieme-

niana (1) em H ¢é induzida pelo seguinte produto interno em T,H : para {; = &; +in; e
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Co = &g +ing em T 'H

< (5,0 >= ( (§162 + mm2).- (10)

1
Im(z))?
Denotemos a norma em T,H correspondente a este produto interno por ||.||. J&4 que as
isometrias de H sao transformacoes diferencidveis, elas actuam no conjunto dos vectores
tangentes T"H por diferenciais preservando a norma no mesmo conjunto. Pela identidade

da polarizagao, para quaisquer &, € T,’H

<&n>= o ([IElP +lnll* — llg = nl?) ;

N |

assim o produto interno e consequente valor absoluto de um dngulo entre vectores tangentes
sao também preservados.

Definimos angulo entre duas geodésicas em H no seu ponto de intersecgao z como
sendo o angulo dos seus vectores tangentes em 7, H. Esta nogao de dngulo coincide com

a de angulo euclidiano.

Definigao 2.0.1 Uma transformacao de H é designado de conforme se esta preserva
dangulos, e anti-conforme se esta preserva o valor absoluto dos dngulos mas muda-lhes o

sinal.

Teorema 2.0.6 Qualquer transformagiao de PSL(2,R) é conforme; qualquer transfor-

magao do tipo (9) é anti-conforme.

Demonstragao: Qualquer T'(z) = Zjig € PSL(2,R) é conforme no plano complexo

para qualquer z € C, j& que a primeira derivada de T'(z) é nao nula, e a transformagao
z — —Z é obviamente anti-conforme. m
Segue-se do exercicio 8, que a familia de todos os discos euclidianos coincide com a

familia de todos os discos hiperbdlicos, e assim temos o seguinte resultado.

Teorema 2.0.7 A topologia em H induzida pela métrica hiperbélica é a mesma do que a

topologia induzida pela métrica euclidiana.
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2.1 O grupo PSL(2,R)

Existem trés tipos de elementos em

PSL(2,R) = {z —T(z) = az:ll——z cad —be = 1}
cz

distinguidos pelo valor do trago da matriz correspondente: Tr(T") = |a+d|. Se Tr(T) < 2,
T é designada de eliptica; se Tr(T) = 2 é designada de parabdlica; se Tr(T) > 2 é
designada de hiperbdlica.

A terminologia pode ser explicada através da accdo linear das correspondentes ma-

trizes em R%2. Uma matriz em PSL(2,R) ¢ hiperbdlica se e s6 se ¢ diagonalizével em R,

ou conjugada em SL(2,R) a uma dnica matriz , A# 1, e é eliptica se e s6 se
0 1/A
cosf  sen 0

é conjugada em SL(2,R) a uma unica matriz . Segue-se que as curvas
—sen 6 cosd

invariantes para transformacoes lineares hiperbélicas de R? sdo hipérboles, e as curvas in-
variantes para transformacoes lineares elipticas sao elipses. As transformagoes parabdlicas
sdo denominadas por analogia, como transformagoes intermédias entre as hiperbdlicas e
as elipticas.

Os pontos fixos de T'(z) € PSL(2,R) sao as solugoes da equagdo T'(z) = z, e assim
podemos verificar que as transformacoes hiperbélicas tém dois pontos fixos em R U {oo},
um repulsor e um atractor. Uma transformagao parabélica tem um ponto fixo em RU{o0},
e uma transformagao eliptica tem um par de complexos conjugados como pontos fixos, e
assim, um ponto fixo em H. A transformacao T'(z) € PSL(2,R) fixao coseesése c=0
e daf é da forma z — az + b(a,b € R,a > 0). Se a = 1, a transformacao é parabdlica; se

b

a # 1, é hiperbdlica e o seu segundo ponto fixo é 7.

Definigao 2.1.1 Uma geodésica em H unindo dois pontos fixos de uma transformag¢ao

hiperbolica T é designado de eixo de T, e é denotado de Ar.

Como ja vimos, pelo teorema 16, T transforma Ap em si mesmo.
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Definigao 2.1.2 Um subgrupo I' de Isom(H) é designado de discreto se a topologia in-
duzida em I' é uma topologia discreta, isto é, se I' é um conjunto discreto mo espaco

topoldgico Isom(H).

Definigao 2.1.3 Um subgrupo discreto de Isom(H) é designado de grupo Fuchsiano se
este consiste em transformagdes que preservam a orientagdo, por outras palavras, um grupo

Fuchsiano é subgrupo discreto de PSL(2,R).

Para algum grupo discreto I' de Isom(H), o seu subgrupo ' de indice < 2, que
consiste nas transformagoes que preservam a orientacao é um grupo Fuchsiano. Assim, o
principal ingrediente no estudo dos subgrupos discretos de isometrias de H é o estudo dos

grupos Fuchsianos.

2.1.1 Propriedades algébricas dos grupos Fuchsianos

Se G é um grupo qualquer e g € G, entao o centralizador de g em G é definido por
Ca(g) ={h € G : hg = ghj}.

Lema 2.1.1 Se ST = TS entao S transforma o conjunto dos pontos fixos de T em si

mesmo.

Demonstragao: Suponha-se que T fixa p. Entao S(p) = ST(p) = T'S(p) e assim
S(p) € também fixo por 7. =

Vejamos os centralizadores dos elementos parabdlicos, elipticos e hiperbélicos em PSL(2, R).
Suponha-se T'(2) = 2z + 1. Se S € Cpgror)(T) entdo S(o0) = co. Assim, S(z) = az +b.
ST =TS did-nos a = 1. Entao

Cpsrer)(T) ={2z — z+k: ke R}
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O centralizador de uma transformagao eliptica do disco unitario U fixando 0 (isto é,

z — €'%2) consiste em todas as transformacoes da forma

az + ¢

cz+a

fixando 0, isto &, da forma z — €¢?2(0 < 0 < 27). Seja T(z) = Az(A > 0, X\ # 1)
e S € Cpsrpr)(T). Entdo um célculo directo mostra que S é dada por uma matriz

diagonal e assim S(z) = pz(pu > 0). Deste raciocinio, deduzimos os seguintes resultados:

Teorema 2.1.1 Dois elementos de PSL(2,R), diferentes dos elementos identidade, co-

mutam se e s6 se tém o mesmo conjunto de pontos fixos.

Teorema 2.1.2 O centralizador em PSL(2,R) de um elemento hiperbdlico(resp. parabdlico,
eliptico) de PSL(2,R) consiste em todos os elementos hiperbdlicos (resp. parabdlicos, elip-

ticos) com o mesmo conjunto de pontos fizos, juntamente com o elemento identidade.

Coroldrio 2.1.1 Dois elementos hiperbolicos em PSL(2,R) comutam se e sé se eles tém

08 Mesmos eixos.

2.2 Classificagao das isometrias do plano hiperbélico

Aqui, nesta secgao serd usado H para representar tanto H como U, fazendo-se a distingao
entre os dois modelos quando necessério.

Existem trés classes de isometrias conformes do plano hiperbdlico H, nomeadamente as
isometrias hiperbdlicas, as isometrias parabdlicas e as isometrias elipticas, todas definidas
em relacao aos pontos fixos. Aqui abordaremos o ponto de vista geométrico de cada uma
delas, tendo em conta o facto que devemos evitar referir-nos a uma isometria do plano
hiperbdlico (H, p) como sendo apenas uma isometria hiperbélica, visto poder haver uma
certa ambiguidade no sentido da frase.

Uma transformagao de Mobius pode ser representada (a menos de um factor +1)

por uma matriz 2 x 2 de determinante 1, e cada matriz deste género determina uma
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transformagdo de Mobius. Assim, de um ponto de vista algébrico, podemos considerar
as isometrias do plano hiperbdlico como sendo matrizes do tipo 2 x 2. Em particular, o
grupo das isometrias conformes do modelo H é SL(2,R)/{£I}.

Uma isometria ¢ de H pode ser classificada em termos do trago da sua matriz, da
seguinte forma:

(a) g & hiperbélica se e s6 se [tr(g)] > 2 ;

(b) g € eliptica se e s6 se 0 < |tr(g)| < 2;

(c) g € parabdlica, ou a identidade I, se e s6 se [tr(g)| = 2.

Apesar de (a), (b), (c) fornecerem um teste simples aritmético para determinar o tipo de
isometria, este nao é muito util em discussoes geométricas. Assim, apresenta-se, também,
a seguir um método para classificar as isometrias de forma geométrica, que é baseado na
ideia de reflexdo ao longo de uma geodésica hiperbdlica, para além de descrever a acgao
dos trés tipos de isometrias, realgando os seus pontos comuns em vez das suas diferencgas.

Primeiro vamos descrever o que entendemos por reflexao ao longo de uma circunferéncia
euclidiana. Dada uma circunferéncia euclidiana C'(ou uma linha recta) temos a nocao de
pontos opostos em relagao a esta circunferéncia. Preferimos a definicao geométrica destes
pontos, de forma a que digamos que z e z’ sao opostos se e s6 se cada circunferéncia
euclidiana que passe por estes seja ortogonal a C. A transformagdo z — 2’ é uma
involugao, isto é, (')’ = z e estende-se de forma natural a C' de forma a fixar todos os
pontos de C. Esta transformacdo é uma reflexao ao longo de C'. Note-se que como as
transformagoes de Mobius transformam circunferéncias em circunferéncias e preservam a
ortogonalidade, é verdade que se z e 2z’ sdo pontos opostos em relagao a C, entdo para
toda a transformagiao de Mobius g, os pontos g(z) e g(z') sdo pontos opostos em relagiao
a g(C). Note-se também que se C' é a circunferéncia dada por |z| = r ent@o a reflexao ao

longo de C ¢é a transformagao

7.2

A reflex@o ao longo de uma geodésica hiperbdlica v é, por defini¢ao, a reflexdo ao

longo da tnica circunferéncia euclidiana que contém . Como exemplos, se H =U ey éo
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diametro real (—1, 1), entao a reflexdo ao longo de 7 é a transformacéo z — Z; se H = 'H
e v é a geodésica que estd no eixo imagindrio, entao a reflexao ao longo de v é dada por
z— —Z.
Da descricao anterior verifica-se que a reflexdo ao longo de uma geodésica é uma
isometria anti-conforme de H; e a composicao de duas reflexoes é uma isometria conforme.
Finalmente, se g é uma reflexao ao longo de « , dizemos que 7y é o eixo de g, que nao é
mais do que o conjunto dos pontos fixos de g. Dada uma geodésica v em H vamos denotar

por 12, a reflexao ao longo de +.

2.2.1 As isometrias hiperbdlicas de H

Uma isometria hiperbdlica f tem dois pontos fixos distintos em 0H. Cada arco circular
unindo os dois pontos fixos é invariante sob f, e é designado de hiperciclo de f. Exacta-
mente apenas um hiperciclo ¢ uma geodésica hiperbdlica, e este é designado de eixo Ay
de f. Devemos pensar em f como sendo uma translacao do plano hiperbdlico ao longo de
Ay, As formas algébricas mais simples destas isometrias sao do tipo f(k) = kz , H =H,
e os pontos fixos s80 0 e 0 00, onde 0 < k < 1 ou k > 1. A isometria hiperbdlica mais geral
é conjugada por uma transformacao de Mobius a f para um certo k, mais precisamente,
se g é uma isometria hiperbdlica de U, entao existe alguma transformacao de Mobius ¢ :
U — H, e um certo k, tal que g = ¢ Lo fo.

Uma isometria hiperbdlica move os pontos ao longo de uma familia de hiperciclos,
incluindo o eixo da translagdo, de um ponto fixo a ao outro ponto fixo 3.

Vamos considerar duas geodésicas « e § em H dadas pelas circunferéncias |z| = r, e
|z| = rg, respectivamente. Entao R, e Rg podem ser encontradas por (11) e vemos que

2
RaoRﬁz (Tﬁ) z

Ta

que é da forma z — kz. Esta é uma isometria hiperbdlica com o eixo ao longo do eixo

imagindrio (que é a unica circunferéncia euclidiana que é ortogonal a a e a ). Além do
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Figura 2-1: Uma isometria hiperbdlica é uma forma de translagao

mais, se z estd neste eixo entao

p(RaR3(2),2) = 2log(rg/ra) = 2dist(c, B), (12)

onde dist(a, 3) é distancia hiperbdlica “mais curta” entre as geodésicas « e 3.

Como qualquer isometria hiperbdlica é conjugada a uma isometria da forma z — kz
actuando em H, este exemplo é geral. Assim, « e [ sdo geodésicas em H cujos fechos no
plano extendido sao disjuntos, entao a reflexao em uma, seguida por uma reflexao na outra
é uma isometria cujo eixo estd ao longo da circunferéncia euclidiana que é simultdnema-
mente ortogonal a a e a . Além do mais, como os dois termos em (12) sao invariantes
sob isometrias de H, (12) continua valida neste caso geral.

O argumento reciproco também ¢é vilido. Dada uma qualquer isometria hiperbdlica g
com eixo v, d = p(g(z2),2), z € 7, e o, duas geodésicas quaisquer ortogonais a v que
estdao a uma distancia %d (medida ao longo de 7) entao g é R, o Rg, ou Rgo R,. Em
qualquer evento, o par nao ordenado {g,¢!} ¢ 0o mesmo do que o par nido ordenado {

Ra o ng, R@ o Ra}.
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Figura 2-2: Uma isometria eliptica assemelha-se a uma rotagao euclidiana

2.2.2 As isometrias elipticas de H

Uma isometria eliptica f tem dois pontos fixos a e 5, com o € H, (8 no exterior de H, e
a,3 pontos opostos em relacdo a 0H. Se H = H entao f =@ e se H =U entao = 1/a.
Cada circunferéncia euclidiana que tem « e 5 como pontos opostos é invariante sob f,
e é designada de um horiciclo de f. De facto, os horiciclos de H sao as circunferéncias
hiperbdlicas com centro «, e f actua como uma rotacdo de H centrada em «. A forma
algébrica mais simples destas isometrias sao do tipo f(z) = kz, H=U, a =0e 8 = o0,
onde |k| =1, k # 1.

Uma isometria eliptica move os pontos a volta do ponto a ao longo da circunferéncia
hiperbdlica nele centrada. Imaginando um objecto a mover-se ao longo desta circunferén-
cia, este sofria uma rotacao em que o seu tamanho ia-se modificando a medida que esta se
ia aproximando da fronteira de U, ficando cada vez mais pequena, e maior ao afastar-se.

Uma isometria eliptica mais geral é conjugada por uma transformagao de Mobius a f
para um certo k.

Consideremos duas geodésicas a e 3, em U, que se cruzam na origem. Entao a reflexao
hiperbdlica em cada coincide com a reflexao euclidiana, e assim a composicao R, Rz ¢ uma
reflex@o euclidiana centrada na origem, logo uma reflexao hiperbdlica centrada na origem.

Como cada isometria eliptica é conjugada a alguma transformacao da forma R, Rg , vemos
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Figura 2-3: Uma isometria parabdlica assemelha-se a uma translagao euclidiana

que a composi¢ao de duas reflexdes em qualquer par de geodésicas que se cruzam, em H,

¢ uma isometria eliptica, e toda a isometria eliptica pode ser expressa desta forma.

2.2.3 As isometrias parabdlicas de H

Uma isometria parabdlica f tem exactamente um ponto fixo ( na esfera de Riemann, e
este estd em OH. Podemos pensar em f como o caso limite dos dois tipos de isometrias
anteriores quando os seus pontos fixos movem-se simultdnemamente, e assim as isometria
parabdlicas sao conhecidas como limite de rotagoes. Cada circunferéncia que é interna-
mente tangente a 0H em ( é invariante sob f, e esta é chamada de horiciclo de f. A forma
algébrica mais simples destas isometrias é quando H = H, e ( = oo; assim f(z) = z+a para
algum a € R. Uma isometria parabdlica mais geral é conjugada por uma transformacao
de Mobius a f para um certo a.

Uma isometria parabdlica move os pontos ao longo dos horiciclos. Imaginando um
objecto a mover-se ao longo destes, este sofria uma rotacao em que o seu tamanho ia-se
modificando & medida que esta se ia aproximando da fronteira de U, ficando cada vez mais
pequena, e maior ao afastar-se.

Ao analisar as isometrias parabdlicas em termos de composicoes, este caso é semelhante
ao caso eliptico, com excepcao que as duas geodésicas que se considere tém um ponto

comum na fronteira de H. Um caso especial deste tipo é quando H = H, e as duas
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geodésicas terminam no oo, sendo assim linhas verticais em R2. Neste caso a composicao
de duas reflexdes é uma translacao do tipo z — 2z + a, a € R. Por causa da conjugacao

de todas as isometrias parabdlicas com um caso destes, esta descrigao é geral.

2.3 Os nimeros complexos e as isometrias euclidianas.

As linhas geodésicas do semi-plano de Poincaré sdo semicirculos euclidianos, e os circu-
los hiperbdlicos sao também circulos euclidianos, e as isometrias euclidianas sao inver-
soes euclidianas. Mas a ligacao mais surpreendente, trazida ao de cima pela métrica de
Poincaré, é o papel desempenhado pelos niimeros complexos nesta e noutras geometrias.
Esta ligagao é tao profunda que os mateméticos pensam nos pontos do plano hiperbdlico
como nimeros complexos com a parte imagindria positiva em vez de pares (x,y) com um
y positivo. Isto permite-lhes aplicar a teoria dos nimeros complexos a geometria hiper-
bélica, como reciprocamente podem aplicar ferramentas da geometria nao euclidiana para
resolverem problemas de andlise complexa.

Com esta ligagao complexos-geometria hiperbdlica, os movimentos rigidos no plano
euclidiano e no plano hiperbdlico possuem férmulas bastante elegantes se forem traduzidas
pelos nimeros complexos.

Destaquemos o facto de que todo o ponto (x,y) do plano cartesiano estd associado a
um nimero complexo z = x + iy onde i> = —1, e que o conjunto dos niimeros complexos
tem uma estrutura de corpo, isomorfo a R2.

Na adicao de dois nimeros complexos z e ¢, observando o aspecto geométrico, podemos
verificar que o segmento que une o complexo z a z + ¢ é paralelo ao segmento que une a
origem ao complexo ¢ e de igual comprimento. Ou seja houve uma translagao no plano

euclidiano de um segmento de recta.

Lema 2.3.1 Se ¢ é um ponto fizo complexo qualquer, entdo a fungdo f(z) = z+c é uma
translacao do plano euclidiano. Reciprocamente cada translagao do plano é expressa desta

forma.

Agora vamos tentar traduzir a rotacao euclidiana também por uma fungéao complexa.
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Se observarmos o ponto z(x,y) como sendo o ponto do plano euclidiano associado ao
complexo z = x+1y, e transformando este tltimo na sua forma trigonométrica, z = |z|(cos
0-+i sen 0), com 6 a designar o argumento do complexo z, e na nota¢ao mais usada - notagao
de Euler, z = |z]e?, nao é dificil deduzir que z129...2, = |21]|22]...|2n|e 1 T02H+0n)
e, que assim a multiplicacdo de nimeros complexos tem uma interpretacao geométrica
dada em termos do médulo do complexo zj e respectivo argumento. A divisdo complexa
também tem um significado geométrico interessante ja que esta estd também baseada
no médulo dos complexos e respectivos argumentos. E muito comum designarmos por
principio do argumento ao facto de que na multiplicacdo somarmos os argumentos e na
divisao subtrairmos os argumentos para obter o argumento do complexo que resulta de
cada operagao respectiva.

9 & um complexo arbitrario de médulo 7, entdo o

Assim, se o € um angulo fixo e z = re’
complexo w = €'z é obtido a partir de z por uma simples rotacao de &ngulo «, em sentido
anti-hordrio, com centro na origem. Reciprocamente, cada rotacao pode ser expressa nessa

forma.

Lema 2.3.2 Para qualquer dngulo o e qualquer complexo ¢ a funcdo f(z) = (2 —c)+c

¢ a rotagao de centro c e dngulo o, R .

Demonstracgao: A fun¢io f(z) é a composicio da translacio z — ¢, a rotacio €“z e

a translagdo z + c¢. Assim a fungao é uma rotagdo de angulo «, jé que
fle)=e€Y(c—c)+c=c,

e daqui segue-se que f(z) = Rco. ®

Por exemplo, a rotagao de 5 radianos, no sentido anti-hordrio, com centro no ponto

(0,1) tem a expressao

Rirj2 = ™2z —i) =iz 4+1+i.

De forma semelhante, a rotacdo de w radianos, no sentido anti-horério, com centro no
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ponto (2,1) tem a expressao
Rovir=¢™(z—-2—i)+2+i=—2+4+2i

Uma das vantagens de obter uma férmula explicita para a rotacio, em termos de
nimeros complexos, é que, por exemplo, a composicao de rotagoes é agora obtida de uma
forma bastante simples. Ou seja, a composi¢ao Raiir oR; /2 € calculada através da

composicao de fungoes complexas, ficando
f(2)=—(iz+1+i)+4+2i=—iz+3+i=€"224+3+i=Ry 3./,

pois pelo lema anterior

—tc+3+i1=c&c=2—1.

Finalmente, vamos traduzir, também, as reflexdes euclidianas numa funcao complexa.
Notemos, inicialmente, que f(z) =z dd-nos a reflexao p, de todos os pontos do plano
euclidiano pelo eixo real. Se m é uma recta que passe pela origem de declive 6 entao
Rogo p, o Ro g ¢ a reflexao p,, pela linha m. Em termos de nimeros complexos esta

composicao pode ser escrita da seguinte forma

¢Pe=i07 = 207,
Esta 1ltima expressao dd-nos a reflexao por qualquer linha recta que passe pela origem.

Generalizando a todas as rectas obtemos o seguinte lema.

Lema 2.3.3 Se m é uma linha qualquer com declive o e ¢ é um ponto em m, entdo a

funcio f(z) = €%z — ¢+ c é a reflexio pela linha recta m.

Demonstracao: Seja n uma linha recta que passe pela origem paralela a m , e seja 7

a translagdo z + ¢ que transforma 0 em c. A reflexdo 70 p,, o7 ! fixa todos os pontos de m

27

e assim tem de ser p,, . Assim, 7o p, o7 !(z) = €%®2 — ¢+ c e temos a funcdo desejada.



2.8 Os nimeros complexos e as isometrias euclidianas. 27

Em particular, note-se que a reflexdo pela linha geodésica que passa por (r,0) é dada
pela expressao —z + 2r.
Seja p a reflexdo pela linha recta y = x — 2 e seja o a reflexdo pela linha recta z = 5.

Estas reflextes tém as expressoes
p(z) =24z —2)+2=1iz+2—2i

o(z) = -z + 10.

A composicao p oo é a transformacao
i (—Z+10) +2—2i = —iz+2+8i =322 + 2 4 84,

que é uma rotacao de 90°, no sentido hordrio, cujo centro é a solugao da equagao —iz +
2+ 8i =z, i.e., o ponto 5+ 3i.

Os trés lemas anteriores podem ser sumariados no seguinte teorema.

Teorema 2.3.1 As isometrias do plano euclidiano tém todas a forma
f(z)=€“2+4¢c ou f(z)=e"Z+c,

onde a é um numero real arbitrdrio e ¢ é um nimero complexo arbitrdrio. Reciprocamente,
cada funcdo que se apresente em qualquer destas duas formas é uma isometria no plano

euclidiano.

Demonstragao: J4 sabemos que as translacoes, rotagoes e reflexdes do plano euclidi-
ano tém todas esta forma. Como a composicao de funcoes neste formato gera outra fungao
neste formato,0 mesmo acontece para as transformacoes refletidas.

Reciprocamente, sabemos que toda a funcio da forma e’®z+c é ou uma rotacio ou uma
translacdo, e toda a funcdo na forma z + ¢ é uma translacio, e cada funcdo da forma e*z
¢ uma reflexdo. Assim cada funcio da forma e‘®Z + ¢ é a composicio de uma translacao

com uma reflexdo e assim é uma translacao refletida. m
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Como exemplo podemos verificar se f(z) =iZ+1—1i e g(z) = iZ — 2 s@o uma reflexao
ou uma translacao refletida. Demonstramos que f(z) é uma reflexao, encontrando os seus
pontos fixos, i.e., mostrando que existem solugoes para a equagao f(z) = z. Para encontrar

estas solugoes fazemos z = x + iy, e substituimos na equagao e obtemos
i(lr—iy)+1—i=x+1iy.

Pela igualdade de dois complexos obtemos z = y+1, e xt —1 = y. Como estas duas iltimas
equagoes sao idénticas segue-se que f(z) é uma reflexao pela linha recta y = x — 1.
Quanto a funcdo g(z), podemos ver que ja que g(0) = —2, o eixo deste movimento

(=2)

rigido contém o ponto 0+2 = —1. Além do mais, f(—1) = —2, e assim f(z2) =~v_1 5,

uma translagao refletida, ou seja 7-1,—2-;0p_3 _o5_;.

2.4 Os nimeros complexos e as isometrias hiperbdlicas

Agora vamos introduzir a descri¢ao algébrica das isometrias no plano hiperbdlico. Destes,
as translagoes horizontais e as reflexdes nas geodésicas rectas sao também isometrias euclid-
ianas, e como tal podem ser expressas como f(z) = z+r ou f(z) = —z+r, respectivamente,
onde 7 é um numero real arbitrério.

Note-se que a fungao f(z) = z + 1 ndo é exactamente o mesmo que a isometria hiper-
bélica que consiste em mover cada ponto para a direita uma unidade. Estas duas trans-
formagoes diferem nos seus dominios - uma tem o plano como dominio enquanto a outra
estd apenas definida na metade superior do plano.

Consideremos a inversao Ip . Note-se que se 2’ = Ip i(z) entao arg(z’) = arg(z) e

|z||2'| = k2. Consequentemente

2 = Iok(z) =

ol | T
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i
[-17+1Ei) 5

Figura 2-4: Rotacao hiperbdlica

j4 que o nimero k?/Z também satisfaz as condicdes

arg <kz2> = arg(z)e

Se A(a,0) é um ponto arbitrario do eixo real, entao

2

2| = k2.

k’2
IAJg(Z) =ToA ofo’k oer(z) = 7—a + a.

Isto dd-nos uma descri¢ao analitica de todas as inversoes que sao também isometrias
hiperbdlicas.

Temos, por exemplo, que

IS

IO’Q(Z) =

)

uma inversao que transforma o ponto 1+ ¢ em 2 + 2i. Por outro lado, se A = (3,0), entao

a inversao I4 4 tem a expressao analitica

42 32+ 7

e assim transforma o ponto 1+ ¢ no ponto —17/5 +i16/5.
As inversoes Ip o e 144 sao reflexoes hiperbélicas, e o seus eixos intersectam-se.
Como a composicao de duas reflexdes ¢ uma rotacao entao R = Ig4 0 Ip2 ¢ uma

rotacao hiperbdlica. Vamos examinar esta composi¢ao em maior detalhe. Tomando em



2.4 Os nimeros complexos e as isometrias hiperbdlicas 30

conta que o conjugado de 4/Z é 4/z calculemos

4\ 3247 712412
R(z)=1p40105(2)=1 - | =-£ = .
(2) = Tagoloa(z) = Iag <Z> 137 54
J& que R(z) é uma rotacao hiperbdlica, tem de ter um ponto tnico fixo no semi-plano
superior, o centro da rotacdo. Ora, fazendo R(z) = z & 22 +2z+4 = 0, em que as solucdes

—1+iv15 1—-4/15
2

desta equacao sao zg = ou z1 = ——, em que apenas 2o estd no semi-plano
superior. Assim a rotagao R = I4 4 0 Ip2 ¢ uma rotacao hiperbdélica com centro em zg.
Designemos o centro por C.

Hiperbolicamente o angulo entre os eixos 144 ¢ Ip 2 ¢ dado por

_, (AC* +0C* - 0A° L (16+4—9 /11
COS ———— = COS —_— = COS -—
24C.0C 16 16

e assim o angulo da rotacdo é dado por 2cos™! (%) =903,13...°.

Consideremos, agora, a composi¢do T' = Ip40Ip2 , onde B = (—1,0). J4 que os eixos
destas reflexdes nao se intersectam, esta composi¢ao, cuja expressao analitica é dada por

42 L 15z—4

TZ :I OI )= —— — -
(&) = Inaoloal®) = 3 7 ~1= 7

)

é a correspondente hiperbdlica da translacao euclidiana.

Tanto T™(1 + i) como T"(3i) sdo fungdes que convergem para 0 mesmo ponto no
eixo real. Hiperbolicamente falando, ambas estas sequéncias divergem para o infinito
hiperbélico.

Os exemplos anteriores mostram claramente a utilidade dos niimeros complexos quando
queremos obter uma efectiva e concreta descrigdo das reflexdes e rotacoes hiperbdlicas.

Como cada isometria hiperbdlica é a composicao de virias reflexdes hiperbdélicas, é
razodvel esperar que todas as isometrias hiperbdlicas tenham expressoes similares. Estas

expressoes sao extremamente simples.

Teorema 2.4.1 As isometrias no plano hiperbdlico coincidem com as func¢oes complexas
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T[]

KT .
o T[]

Figura 2-5: Translagao hiperbdlica

que tém as sequintes formas:

: _az+f g B Z
DG = e i) f()= T

onde «, B, 7, 6 sao niumeros reais e ad — 3y > 0.

Demonstragao: E claro que as translagoes horizontais tém a forma

lz+r
0z+1’

e que as reflexdes em geodésicas rectas tém a forma

e que as reflex0es nas geodésicas em forma de arco tém a forma

k2 az+k?>—a®  —a(-2z)+ (k* — a?)
— —|—a: — fry — s
zZ—a zZ—a —(=2)—a
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e em todos os casos ad — By > 0.
Além do mais, se f e g sdo duas funcbes neste formato, assim o é a sua composicao.

Por exemplo, se

_az+f _al(=Z)+ pr
J(2) = vz +9 e 9(z) = YI(—=%Z) + o1

entao
fog(s) = QX+ V)(=2) + (o’ + Bo")

(v +6v)(=2) + (78 +60")
onde (aa’ + 87) (78 +00") — (aB’ + ') (v’ + 69') = (ad — ) (a’d" — B'y') > 0.

Os restantes casos ficam como exercicio.

Como sabemos que cada isometria hiperbdlica é a composicao de algumas reflexces
hiperbdlicas, segue-se que todas elas, de facto, tém o formato i) ou 7).

Reciprocamente, supomos agora que f(z) é do formato 7). Entao, tendo em mente que

«, B, v, 0 sdo nimeros reais, verifica-se que

Fe) = - [W (_6)] L)

z—(=6/7) ¥ v

Assim, f(z) é a composigao da inversao I (=5/7,0),v/ad—F7 / Com a reflexao na geodésica

recta acima do ponto (O‘T;‘s, 0) sendo as duas isometrias hiperbdlicas.

Se, por outro lado, f(z) é do tipo i, entao

(0=P)/2*  §  a=d

fz) = Z—4/y Y

J& que ad — [ é positivo, segue-se que de facto f(z) é a composigdo de uma inversao
numa geodésica em forma de arco com uma translacao horizontal, ambas sendos isometrias
hiperbdlicas. Assim f(z) é uma isometria hiperbdlica.

Além do mais, como cada translagao horizontal é a composicido de duas reflexdes em
geodésicas rectas, segue-se que toda a tranformacao do tipo ii é a composicao de trés
reflexGes hiperbdlicas, a nao ser que, o = §, em que cada caso a transformacao é ela

mesmo uma inversao. m
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A demonstracdo do teorema anterior contém uma receita para podermos expressar
qualquer isometria hiperbdlica & custa de composicoes de reflexées hiperbdlicas. Assim, a

isometria hiperbdlica dada por
2z +3
z+4

é a composicao cujas componentes sao a inversao

(:3_—(3_)[/1)1 +(—4) = I 405

seguida da reflexdo —z — 2 cujo eixo é a geodésica vertical acima de (—1,0).

2.5 Exercicios

1. Seja L uma circunferéncia euclidiana ou uma linha recta ortogonal ao eixo real que

encontra o eixo em algum ponto finito . Prove que a transformagao

pertence a PSL(2,R), e para um certo  transforma L no eixo imagindrio.

2. Prove que para z,w € He T € PSL(2,R),

Tz — Tw| = |z — w||T1(2)Tr(w)|*2.

zi+1
z+1>

3. Prove que para z € H, e f(z) =

2Af1z) _ 1
R~ ()

4. Prove que no modelo U, se 0 < r < 1 entao

T2dt 147
0‘ p— :1 .
p(0.ir) /0 -2 17

5. Prove que as geodésicas em U sao segmentos de circunferéncias euclidianas ortogo-
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nais a circunferéncia principal 3 e aos seus didmetros.
6. Prova que para z,w € U, temos:

6.1.
|1 — 2w| + |z — w|

=1
plz;w) =1n |1 — 2w| — |z — w|

6.2,
|z — wl?

SEen 2 1 i =
" [2”(’ ﬂ =R (1~ Twl)

7. Prove que as isometrias sao continuas.

8. Mostre que cada circunferéncia hiperbdlica em H é uma circunferéncia euclidiana,

e vice-versa.



